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ABSTRAK 

 

Penelitian ini mengembangkan model penyebaran penyakit MERS-CoV 

menggunakan model SEIR yang ditambahkan faktor penggunaan masker 

kesehatan dan vaksinasi sebagai upaya pencegahan. Populasi dibagi menjadi enam 

subpopulasi yaitu subpopulasi rentan tidak menggunakan masker kesehatan dan 

menggunakan masker kesehatan, subpopulasi laten, subpopulasi terinfeksi tidak 

menggunakan masker kesehatan dan menggunakan masker kesehatan, serta 

subpopulasi sembuh. Hasilnya diperoleh dua buah titik ekuilibrium yaitu titik 

ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Analisis kestabilan titik 

ekuilibrium bebas penyakit menggunakan linearisasi disekitar titik ekuilibrium. 

Hasilnya, titik ekuilibrium bebas penyakit stabil asimtotik lokal jika bilangan 

reproduksi dasar kurang dari satu, artinya penyakit akan menghilang setelah 

jangka waktu tertentu. Simulasi numerik model untuk penyakit MERS-CoV yang 

dilakukan sejalan dengan analisis perilaku model. 

 
Kata Kunci: MERS-CoV, Model SEIR, Kestabilan Titik Ekuilibrium, Bilangan 

Reproduksi Dasar 
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A. Latar Belakang 

Penyakit menular merupakan penyakit yang disebabkan oleh mikroorganisme 

patogen, seperti bakteri, virus parasit atau jamur. Penyakit ini dapat menyebar baik 

secara langsung maupun tidak langsung [1]. Hingga saat ini banyak penyakit menular 

yang mewabah di dunia, seperti influenza, difteri, kolera dan lain sebagainya. Salah satu 

virus yang menyebabkan penyakit menular adalah virus korona. Virus korona 

menyebabkan penyakit Severe Acute Respiratory Syndrome (SARS) yang mewabah 

pada tahun 2003. Lalu pada tahun 2012, penyakit baru yang disebabkan oleh virus 

korona ditemukan yaitu Middle East Respiratory Syndrome-Corona Virus (MERS-

CoV) [2]. 

MERS-CoV adalah penyakit sindrom pernapasan yang disebabkan oleh virus 

korona yang menyerang saluran pernapasan dari yang ringan hingga berat. Gejalanya 

adalah batuk, demam, dan sesak napas, bersifat akut dan biasanya pasien memiliki 

penyakit komorbid (penyakit penyerta) seperti diabetes, penyakit jantung kronik, 

hipertensi, dan penyakit paru kronik, sehingga dapat menyebabkan kematian bagi 

penderitanya [3]. Berdasarkan informasi yang dipublikasikan oleh World Health 

Organization (WHO) sejak pertama kali dilaporkannya penyakit MERS-CoV pada 

bulan April 2012 sampai akhir Agustus 2019, sebanyak 2464 laboratorium telah 

mengkonfirmasi kasus MERS-CoV dengan jumlah kematian sebanyak 850 individu 

atau 34.5% dari 27 negara dimana sebanyak 2073 kasus atau 84% dilaporkan dari Arab 

Saudi dengan jumlah kematian sebanyak 772 individu atau 37.24% [4]. 

“Dari Usamah Bin Zaid RA dari Nabi SAW yang bersabda: Jika kalian 

mendengar ada wabah di suatu daerah, maka jangan memasuki daerah tersebut. Dan, 

jika wabah terjadi di suatu daerah sedangkan kalian sedang berada di dalamnya, jangan 

keluar dari daerah tersebut.” (HR. Bukhari dan Muslim) Berdasarkan hadits diatas, 

langkah pencegahan untuk menanggulangi penyebaran wabah penyakit adalah dengan 

melakukan karantina terhadap daerah yang terkena wabah tersebut, yaitu dengan 

melarang penduduk daerah lain yang tidak terkena penyakit untuk memasukinya. 

Namun, jika kita diharuskan untuk mengunjungi daerah yang terkena wabah penyakit, 

salah satu upaya pencegahan penyakit menular tertentu dapat dilakukan melalui 

vaksinasi sebelum mengunjungi daerah tersebut dan dengan menggunakan masker 

kesehatan. Penjagaan diri pada waktu sehat, lebih baik daripada pengobatan pada waktu 

sakit. 

Penelitian oleh [5] yang dilakukan di negara-negara semenanjung Arab 

menyebutkan bahwa virus MERS-CoV dideteksi pada unta dan kelelawar. Akan tetapi, 

virus ini tidak ditemukan di hewan-hewan domestik seperti kuda, sapi, kerbau, 

kambing, ayam dan burung. Transmisi penyebaran virus ini dibagi menjadi tiga bagian. 

Pertama penyebaran virus antar hewan yakni unta dan kelelawar. Virus menyebar 

melalui kontak langsung hewan yang terinfeksi virus ataupun melalui feses, karena 

virus MERS-CoV dapat bertahan hidup selama 48 jam pada lingkungan bebas. Kedua, 

penyebaran virus dari hewan ke manusia yaitu terjadi jika manusia mengkonsumsi 

daging, susu, atau urin unta yang telah terinfeksi virus. Virus juga dapat menyebar jika 

manusia melakukan kontak langsung dengan unta atau kelelawar yang terinfeksi virus 

MERS-CoV. Ketiga, penyebaran antar manusia terjadi secara langsung dan tidak 

langsung. Langsung melalui dahak penderita MERS-CoV saat bersin dan tidak langsung 

melalui benda yang sudah terkontaminasi oleh virus [5]. 
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Model penyebaran penyakit MERS-CoV banyak dibahas sebelumnya, seperti 

yang dilakukan oleh Dipo Aldila dkk [6] yang mengembangkan model SIR dengan 

membagi kompartemen susceptible kedalam dua subkompartemen yaitu susceptible 

without medical mask dan susceptible with medical mask, begitu pula dengan 

kompartemen infected juga dibagi kedalam dua subkompartemen yaitu kompartemen 

infected without medical mask dan infected with medical mask, model tersebut 

dikembangkan untuk mengendalikan penyakit MERS-CoV dengan masker kesehatan, 

kampanye tentang pentingnya penggunaan masker kesehatan dan intervensi perawatan 

suportif. Muhammad Syarifudin dkk [7] mengkaji tentang pemberian vaksin 

Meningitis untuk mencegah penyebaran penyakit MERS-CoV terhadap populasi di dua 

negara. Selanjutnya Lazarus Kalvein Beay [8] mengkaji pengaruh pengobatan terhadap 

penyebaran MERS- CoV.  

Di pertengahan tahun 2015 wabah MERS-CoV melanda Korea Selatan setelah 

seorang warga Korea melakukan perjalanan ke Arab Saudi, kemudian Chi Myung Kwon 

[9] meneliti tentang karakteristik penyebaran MERS-CoV di Korea Selatan dengan 

membentuk dan menganalisis model matematika penyebaran MERS-CoV dengan 

membagi kompartemen individu ke dalam empat kategori yaitu susceptible (𝑆), exposed 

(𝐸), infected (𝐼) dan recovered   (𝑅). Selanjutnya di tahun 2016 Benny Yong dan Livia 

Owen [10] membentuk model penyebaran penyakit menular MERS-CoV untuk dua 

wilayah, dimana model tersebut menjelaskan dinamika populasi penyebaran penyakit 

menular MERS-CoV akibat perpindahan individu antar wilayah Indonesia dan Arab 

Saudi. Pada tahun 2019 Jiraporn Lamwong dkk [11] mengembangkan model SEIR 

penyakit MERS-CoV di Thailand dengan menggunakan Fungsi Lyapunov untuk 

menganalisis kestabilan titik ekuilibrium bebas penyakit dan endemik. Berdasarkan 

informasi yang dipublikasikan oleh WHO sejak tahun 2012 hingga 2017 tercatat kasus 

penyakit MERS ini telah menyebar di 27 Negara seperti Bahrain, Mesir, Iran, Yordania, 

Kuwait, Libanon, Oman, Qatar, Arab Saudi, Uni Emirat Arab, Yaman, Algeria, Tunisia, 

Austria, Perancis, Jerman, Yunani, Italia, Belanda, Turki, Inggris, Cina, Korea, 

Malaysia, Filipina, Thailand, dan Amerika. Diperkirakan sebanyak 80% diantaranya 

merupakan penduduk Arab Saudi. Penyakit MERS- CoV juga merupakan penyakit 

mematikan, karena dari kasus di 27 negara tersebut 36% penderitaya meninggal dunia 

[12]. 

Melihat penyebaran penyakit MERS-CoV yang semakin mewabah dan fatalnya 

penyakit,  hal ini perlu diwaspadai  oleh pemerintah Indonesia karena  banyak 

penduduk Indonesia yang bepergian ke Arab Saudi untuk menjalankan ibadah haji dan 

umrah. Berdasarkan data Kementerian Agama terdapat sebanyak 205.886 penduduk 

Indonesia berangkat ke Arab Saudi untuk menunaikan ibadah haji yang tercatat pada 

tahun 2018 [13]. Jumlah tersebut masih ditambah penduduk Indonesia yang 

menjalankan ibadah umrah dengan rata-rata 195 orang setiap harinya. Selain itu, 

MERS-CoV juga menyebabkan penyakit yang lebih parah kepada individu lanjut usia, 

individu yang mempunyai sistem imun lemah, dan individu dengan penyakit kronis 

seperti kanker, penyakit paru-paru kronis dan diabetes [7]. Memperhatikan penyebaran 

virus tersebut, upaya pencegahan yang dapat dilakukan pemerintah Indonesia salah 

satunya adalah dengan menghimbau masyarakat untuk menggunakan masker kesehatan 

dan meningkatkan kekebalan tubuh manusia dengan pemberian vaksin [3]. Namun, 

sampai saat ini masih belum tersedia vaksin dan pengobatan khusus untuk pasien 

MERS-CoV meskipun upaya untuk menemukan vaksin masih dalam proses [14]. 
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Karena belum ditemukan vaksin untuk penyakit ini, maka vaksin yang diberikan berupa 

vaksin Meningitis untuk meningkatkan kekebalan tubuh agar tidak mudah terserang 

penyakit. Vaksinasi yang dilakukan merupakan tindakan preventif, jadi pemberian 

vaksin dilakukan untuk dapat mengurangi peluang terkena virus MERS-CoV [7]. 

Penggunaan masker kesehatan bagi penderita MERS-CoV dapat mencegah penularan 

virus dari percikan dahak saat penderita bersin. Bagi manusia sehat juga sangat penting 

untuk menghindari terpapar virus dari penderita MERS-CoV. 

Salah satu pendekatan untuk menjelaskan solusi dari permasalahan yang terjadi 

dalam dunia nyata adalah memodelkan atau merumuskan permasalahan nyata dalam 

bahasa matematika. Setelah model matematika diperoleh maka dapat diselesaikan 

secara matematis, dan dapat diaplikasikan kembali dalam masalah nyata. Dalam 

penelitian ini, akan dibentuk model matematika penyebaran penyakit MERS-CoV 

dengan penggunaan masker kesehatan dan vaksinasi. Model ini mengasumsikan individu 

yang diberi vaksin Meningitis menjadi kebal terhadap penyakit sehingga individu 

tersebut tidak terkena penyakit MERS-CoV. Dari model tersebut akan dicari titik 

ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik untuk masing-masing 

kompartemen serta bilangan reproduksi dasar untuk melihat apakah terjadi endemik 

atau tidak. Selanjutnya akan dilakukan simulasi model, dengan nilai-nilai parameter 

yang digunakan diambil dari beberapa jurnal tentang penyebaran penyakit MERS-CoV. 

1. Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang masalah yang telah diuraikan, maka 

permasalahan pada penelitian ini antara lain: 

a. Bagaimana model matematika penyebaran penyakit MERS-CoV dengan 

penggunaan masker kesehatan dan vaksinasi? 

b.  Bagaimana titik ekuilibrium bebas penyakit dan endemik serta kestabilan titik 

ekuilibrium bebas penyakitnya? 

c.  Bagaimana bilangan reproduksi dasar pada model matematika penyebaran 

penyakit MERS-CoV dengan penggunaan masker kesehatan dan vaksinasi? 

d.  Bagaimana simulasi numerik model matematika penyebaran penyakit MERS-

CoV dengan penggunaan masker kesehatan dan vaksinasi? 

2. Tujuan Penelitan  

a. Tujuan Penelitian 

1) Mengetahui model matematika penyebaran penyakit MERSnCoV dengan 

penggunaan masker kesehatan dan vaksinasi. 

2)  Mengetahui titik ekuilibrium dan kestabilan titik ekuilibrium bebas 

penyakit dan endemik penyakit MERS-CoV dengan penggunaan masker 

kesehatan dan vaksinasi. 

3)  Mengetahui bilangan reproduksi awal pada model matematika 

penyebaran penyakit MERS-CoV dengan penggunaan masker kesehatan 

dan vaksinasi. 

4)  Menganalisa simulasi numerik model matematika penyebaran penyakit 

MERS-CoV dengan penggunaan masker kesehatan dan vaksinasi. 
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b. Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini diharapkan dapat membantu pemerintah 

maupun pihak-pihak terkait untuk mencegah penyebaran penyakit MERS-

CoV dengan penggunaan masker kesehatan dan vaksinasi. Model matematika 

yang dihasilkan dapat menjadi pilihan yang tepat untuk memahami dinamika 

penyakit. Dan penulis berharap penelitian ini dapat menambah wawasan dan 

pengetahuan baru mengenai model matematika penyebaran penyakit, serta 

dapat membawa masalah-masalah baru dalam bidang pemodelan, sehingga 

akan muncul penelitian-penelitian yang lain. 
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B. TINJAUAN PUSTAKA  

 

1. Middle East Respiratory Syndrome Corona Virus (MERS-CoV) 
 

Middle East Respiratory Syndrome dilaporkan pertama kali pada tahun 

2012 di Arab Saudi. MERS adalah penyakit yang disebabkan oleh virus korona 

yang dikenal sebagai Middle East Respiratory Syndrome Corona Virus atau 

disingkat dengan MERS-CoV. Penamaan virus dan penyakit tersebut disepakati 

oleh Coronavirus Study Group (CSG) of the International Committee on 

Taxonomy of Viruses sesuai dengan lokasi mewabahnya penyakit ini, yaitu di 

kawasan Timur Tengah [15]. Penyakit ini umumnya menyerang sistem 

pernapasan manusia menyebabkan batuk, sesak napas dan demam [16]. Virus 

tersebut yang menyebabkan SARS (Severe Acute Respiratory Syndrome) pada 

tahun 2003 yang dapat menimbulkan pneumonia berat akan tetapi berbeda dari 

virus MERS-CoV. Median usia yang terserang penyakit MERS-CoV adalah 49,5 

tahun dalam rentang 2-94 tahun, dan 64% pasiennya berjenis kelamin laki-laki 

[3]. Beberapa penyakit komorbid (penyakit penyerta) pada MERS-CoV 

diantaranya yaitu diabetes, penyakit ginjal kronik, penyakit jantung kronik, 

hipertensi, dan penyakit paru kronik. Adapun gejala yang timbul dari penyakit 

MERS-CoV pada manusia antara lain [17]: 

A. Awal gejalanya mirip seperti flu, nyeri otot, lesu, gangguan pencernaan, 

radang tenggorokan dan gejala non-spesifik lainnya. 

B. Demam  38oC . 

C. Batuk dan napas pendek. 

D. Napas sesak bisa terjadi kemudian. Gejala tersebut biasanya muncul 2-10 hari 

setelah terekspos, tetapi sampai 13 hari juga pernah dilaporkan terjadi. Pada 

kebanyakan kasus gejala biasanya muncul 2-3 hari. 

E. Kematian terjadi akibat adanya komplikasi serius yang terjadi seperti Acute 

Respiratory Distress Syndrome (ARDS) dengan kegagalan multiorgan, gagal 

ginjal serta pneumonia berat. 

Namun, tidak semua gejala tersebut akan terjadi pada setiap orang. Seperti 

gangguan pencernaan dan gagal ginjal, hanya beberapa orang saja yang 

mengalaminya. Virus ini akan menyerang penderita yang memiliki kekebalan 

tubuh rendah. Mereka seperti lansia, orang yang mudah lelah, anak kecil, serta 

mereka yang sedang dalam perjalanan. Masa inkubasi dari virus hingga 

menyebabkan penyakit adalah 2-14 hari. Sehingga mungkin saja seseorang 

terinfeksi virus MERS-CoV di Timur Tengah dan kemudian gejala baru timbul 

begitu sudah kembali ke negara asal [18]. 

Berdasarkan penelitian, MERS-CoV merupakan zoonotic virus yang 

memasuki populasi manusia di semenanjung Arab melalui kontak langsung 

ataupun tidak langsung dengan unta ataupun produk-produk dari unta (misalnya 

susu dan daging unta). Namun demikian, individu manusia yang terinfeksi virus 

ini dapat menularkan virus ke individu lainnya. Bahkan kasus-kasus baru yang 

berkaitan dengan MERS-CoV didominasi penularan dari manusia ke manusia. 

Mekanisme penularan belum diketahui, namun menurut [3] kemungkinan 
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penularannya dapat melalui: penularan langsung dan tidak langsung. Secara 

langsung melalui percikan dahak (droplet) pada saat pasien batuk atau bersin, dan 

secara tidak langsung melalui kontak dengan benda yang sudah terkontaminasi 

oleh virus. 

2. Nilai Eigen dan Vektor Eigen Definisi 2.2.1 

Jika A adalah sebuah matriks n × n, maka sebuah vektor tak nol x pada Rn 

disebut vektor eigen dari A jika Ax adalah sebuah kelipatan skalar dari x; 

jelasnya. 

 

untuk skalar sebarang 𝜆. Skalar 𝜆 disebut nilai eigen dari A, dan x disebut 

sebagai vektor eigen dari A yang terkait dengan 𝜆. 

Untuk memperoleh nilai eigen dari sebuah matriks A, kita menuliskan 

kembali 𝐴x = 𝜆x sebagai 

Ax = Ix (2.2) 

atau ekuivalen, 

(I − A)x = 0 (2.3) 

dengan 𝐼 adalah matriks identitas. Agar 𝜆 dapat menjadi nilai eigen, harus terdapat 

satu solusi taknol dari persamaan ini. Persamaan (2.3) memiliki solusi taknol jika 

dan hanya jika 

det(I − A) = 0 (2.4) 

Persamaan ini disebut persamaan karakteristik matriks 𝐴, skalar-skalar yang 

memenuhi persamaan ini adalah nilai-nilai eigen 𝐴. Apabila diperluas lagi, 

det(I − A) = 0 adalah sebuah polinomial p dalam variabel 𝜆 yang disebut sebagai 

polinomial karakteristik matriks 𝐴 [19]. 
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Ax = x (2.1) 
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dx 

3. Persamaan Differensial 

Persamaan differensial merupakan sebuah bentuk persamaan yang memuat 

turunan satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas 

suatu fungsi [20]. Berdasarkan jumlah variabel bebas yang terlibat, persamaan 

differensial dibagi menjadi dua, yaitu: 

a) Persamaan Differensial Biasa 

Persamaan differensial yang melibatkan turunan dari satu atau lebih 

variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas disebut persamaan 

differensial biasa. 

Contoh 2.1 

d 2 y 
 

 

dx2 

b) Persamaan Differensial Parsial 

 dy 
2

 

+ xy   = 0 

  

Persamaan differensial yang melibatkan turunan dari satu atau lebih 

variabel tak bebas terhadap lebih dari satu variabel bebas disebut 

persamaan differensial parsial. 

Contoh 2.2 

v 
+ 

v 
= v

 
  

s t 

Orde persamaan differensial ditentukan oleh turunan tertinggi dalam 

persamaan tersebut. 

Contoh 2.3 

1. x 
dy 

− y2 = 0 

dx 

adalah   persamaan   differensial   orde   1   karena   dalam 

persamaan tersebut, turunan tertingginya adalah 1. 
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− 

 
2. xy 

d 2 y 
 

 

dx2 

 

− y2 

 

sin x = 0 

 
adalah persamaan differensial orde 2 karena dalam 

persamaan tersebut, turunan tertingginya adalah 2. 

d 3 y dy 

3. y 

 
+ e4x = 0 

 
adalah persamaan differensial orde 3 karena dalam 

dx3 dx 

persamaan tersebut, turunan tertingginya adalah 3. 

Berdasarkan kelinearannya persamaan differensial dibedakan menjadi dua 

yaitu persamaan differensial linear dan persamaan differensial nonlinear. 

Ciri-ciri dari persamaan differensial linear adalah: 

1. Variabel tak bebas y dan derivative-nya hanya berderajat satu 

2. Tidak ada perkalian antara variabel tak bebas y dan derivative-nya 

3. Variabel tak bebas y maupun derivative-nya bukan termasuk fungsi 

transenden: logaritma, trigonometri, exponensial. 

Jika suatu persamaan differensial tidak memiliki ciri-ciri seperti diatas maka 

disebut persamaan differensial nonlinear. 

 
c) Sistem Persamaan Differensial 

Sistem persamaan diffferensial adalah kumpulan beberapa persamaan 

differensial [20]. Secara matematis, sistem persamaan differensial dapat ditulis 

dalam bentuk: 

x(t) = f (t, x) (2.5) 

dengan 
 

 dx1  

 dt  
 f (t, x , x ,..., x )  

  1 1 2 n 

dx   
 dx2    

f (t, x , x ,..., x )
 

x(t) = =  dt  , f (t, x) =  2 1 2  n  

dt          

   
f (t, x , x ,..., x )


 

 dx   n 1 2 n    


 n 


 

 dt  

 

 

 
(2.6) 

 

Dengan x1 , x2 ,..., xn adalah variabel tak bebas dan t adalah variabel bebas. 

Jika pada persamaaan (2.5) variabel t tidak dinyatakan secara eksplisit, maka 

sistem (2.5) disebut sistem otonomus dan secara matematis dapat ditulis 

x(t) = f (x) (2.7) 
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dengan 
 

 f1 (x1, x2 ,..., xn )  

 
f (x , x ,..., x )


 

f (x) =  2 1 2 n    

  

 
f (x , x ,..., x )


 

 n 1 2 n    

 
 

(2.8) 

Penyelesaian sistem persamaan differensial dapat dicari secara analitik maupun 

secara numerik. Jika penyelesaian sulit atau tidak mungkin secara analitik maupun 

numerik, maka dapat dilakukan analisis kualitatif dengan cara mengecek 

kestabilan titik ekuilibrium untuk mengetahui perilaku dari sistem tersebut. 

Berdasarkan kelinearannya sistem persamaan differensial dibedakan 

menjadi dua yaitu sistem persamaan differensial linear dan sistem persamaan 

differensial non linear. 

d) Sistem Persamaan Differensial Linear 

Secara umum sistem persamaan differensial linear orde satu dengan 

variabel tak bebas x1 , x2 ,..., xn dan variabel bebas t dinyatakan sebagai berikut: 
 

dx1 = a x + a x + ... + a x + k (t) 
dt 

11 1 12   2 1n   n 1 

dx2 = a x + a x + ... + a x + k (t) 
dt 

21 1 22   2 2n   n 2 
 

 
dxn = a x + a x + ... + a x + k (t) 
dt 

n1 1 n2   2 nn   n n 

 

 

 
(2.9) 

Persamaan (2.9) disebut sistem persamaan linear homogen jika ki , i = 1, 2,..., n 

bernilai nol, sedangkan jika ki , i bernilai tak nol, sistem disebut dengan sistem 

persamaan differensial non homogen. Persamaan (2.9) dapat ditulis dalam 

persamaan berikut 

x(t) = Ax + K (t) (2.10) 

dengan 𝐴 adalah matriks 𝑛 𝑥 𝑛 yang merupakan matriks koefisien dari variabel 

tak bebas x  
n , dengan aij  i = 1, 2,..., n , j = 1, 2,..., n sedangkan K(t)  

adalah matriks ukuran n  i yang merupakan fungsi dari t. 

, 
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a11 a12 a1n   x1   k1 (t)  

a a a   

  
x 

 
k (t)


 

x =  21 22 2n   2  +  2  
      

a a a   

 
x 

 
k (t)


 

 n1 n 2 nn   n   n  

 
 

(2.11) 

Contoh 2.4 
 dx 

= 2x − y 
 dt 
 

dy 


 = 4x + 8 y 

 dt 

 

(2.12) 

Sistem persamaan differensial (2.12) merupakan sistem persamaan differensial 

linear homogen. 

Contoh 2.5 
 

 dx1 = 7x − 2x + 6x − 5t − 6 
 dt 

1 2 3  
dx  2 = 8x + 4x + 2x − 4t + 2 

 
dt 

1 2 3 

 

 
dx3 = −2x + x − x + 2 

 dt 
1 2 3 

 

 

(2.13) 

Sistem (2.13) adalah sistem persamaan persamaan differensial non homogen, 

karena pada tiap persamaan terdapat −5t − 6 , −4t + 2 , dan 2. 
 

e. Sistem Persamaan Differensial Non Linear Definisi 

Persamaan differensial non linear adalah persamaan differensial yang tak linear 

[20]. 

Contoh 2.6 
 dx1 = x − x x 
 dt 

1 1 2 

 
dx 


 2   = 2x − x − x2 

 dt 
2 1 2 

 

(2.14) 

Persamaan (2.14) merupakan sistem persamaan differensial non linear dengan 

variabel bebas t dan variabel tak bebas 𝑥1 dan 𝑥2. Persamaan (2.14) disebut sistem 

persamaan differensial non linear karena memuat perkalian antara variabel tak 

bebas 𝑥1 dan 𝑥2 pada persamaan pertama dan terdapat kuadrat dari variabel tak 

bebas 𝑥2 pada persamaan kedua. 
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4. Titik Ekuilibrium 

Titik ekuilibrium (titik kesetimbangan) merupakan titik yang tidak 

berubah terhadap waktu. Artinya pada saat 

tetap dan tidak berubah. 

Definisi 2.5.1 

t = 1, 2,..., n nilai titik tersebut akan 

Titik x* = (x*, x* ,..., x* ) disebut sebagai titik ekuilibrium sistem x = f (x) jika 
1 2 n 

memenuhi f (x*, x* ,..., x* ) = 0 [21]. 
1 2 n 

Jadi, x* adalah titik ekuilibrium sistem (2.7) jika dan hanya jika x* 

disubstitusikan ke dalam f hasilnya sama dengan nol. Titik ekuilibrium dapat 

ditentukan dengan metode subtitusi. 

Contoh 2.7 Diberikan sistem persamaan differensial nonlinear pada persamaan 

(2.14) Berdasarkan Definisi 2.5.1 sistem (2.14) dapat ditulis menjadi 

x1 − x1 x2 = 0 (2.15) 

2x − x − x2 = 0 
2 1 2 

(2.16) 

Selanjutnya akan dicari titik ekuilibrium sistem (2.14) dengan metode substitusi. 

Berdasarkan Persamaan (2.15) diperoleh 

x1 (1 − x2 ) = 0 

x1 = 0 dan x2 = 1 
 

Substitusi x1 = 0 ke persamaan (2.16) diperoleh 
 

2x − x − x2 = 0 
2 1 2 

 

 2x − 0 − x2 = 0 
2 2 

 2x − x2 = 0 
2 2 

 x2 (2 − x2 ) = 0 

 x2 = 0 dan x2 = 2 
 

Selanjutnya substitusi x2 = 1 ke persamaan (2.16) 
 

2x − x − x2 = 0 
2 1 2 

 

 

 

2(1) − x −12 = 0 
1 

1 − x1 = 0 
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0 0 

0 

0 

 x1 = 1 

Dengan demikian, diperoleh titik ekuilibrium sistem (2.14) yaitu (0, 0) , (0, 2) dan 

(1,1) . 

Sifat dari perilaku penyelesaian sistem persamaan differensial dapat 

diketahui dengan cara menganalisis kestabilan titik ekuilibrium. Kestabilan pada 

suatu sistem berarti perubahan kecil pada sistem hanya sedikit mengubah perilaku 

penyelesaian untuk waktu yang akan datang. Akan tetapi, apabila perubahan kecil 

pada sistem mengakibatkan perubahan besar pada perilaku penyelesaian untuk 

waktu yang akan datang, maka sistem dikatakan tidak stabil. 

Definisi 2.6.1 [22] 

Diberikan sistem persamaan differensial orde satu x = f (x) dan x(t, x0 ) adalah 

solusi persamaan x = f (x) pada saat 𝑡 dengan nilai awal x(0) = x0 

1. Titik ekuilibrium x* dikatakan stabil jika diberikan   0 terdapat 

 ( )  0 sedemikian sehingga jika x  − x*   , maka x(t, x ) − x*     
 

untuk t  0 . 

2. Titik ekuilibirum 

 
 

x* dikatakan stabil asimtotik jika titik ekuilibriumnya 

stabil dan terdapat 1  0 sedemikan sehingga lim 
n→ 

x(t, x ) − x* = 0 , 

asalkan x(t, x ) − x*  1 . 
 

3. Tidak stabil, jika definisi 1 tidak terpenuhi. 

 
2.6.1. Kestabilan Sistem Persamaan Differensial Linear 

Definisi 2.6.2 [22] 

Misalkan A adalah matriks berukuran n  n . Nilai eigen dari martiks A adalah 

akar-akar karakteristik dari polinomial det(I − A) = 0 , atau ditulis dalam 

bentuk 

a n 
+ a n−1 

+ + a 1  
+ a = 0 

n n−1 1 0 
(2.17) 

dengan a0 = 1.  
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, k 

Selanjutnya akan ditunjukkan teorema yang menyatakan hubungan nilai 

eigen tersebut dengan kestabilan titik ekuilibirum. 

Teorema 2.6.3 [22] 

Diberikan sistem persaman differensial x = 

 

f (x) , dengan 𝐴 suatu matriks n  n 

yang mempunyai 𝑘 nilai eigen berbeda 1, 2 , dengan k  n . 
 

1. Titik ekuilibrium x*   dikatakan stabil asimtotik jika dan hanya jika 

Re(k )  0, k = 1, 2,..., n 
 

2. Titik ekuilibrium x* dikatakan stabil jika dan hanya jika 

Re(i )  0, i = 1, 2,..., k dan 
 

3. Titik ekuilibrium x* dikatakan tidak stabil jika dan hanya jika terdapat 

paling sedikit satu Re(i )  0 untuk suatu i = 1, 2,..., k 

Contoh 2.8 Misalkan diberikan sistem persamaan differensial linear otonomus 

x = −x 

y = x − y 
(2.18) 

akan dicari kestabilan titik ekuilibrium dari sistem persamaan differensial 

tersebut. Persamaan differensial linear otonomus (2.18) dapat dibentuk menjadi 

matriks 
−1 0   x  

= 
 x 

 1 −1  y  y 

      

Berdasarkan Definisi 2.6.2 maka diperoleh nilai eigen dari Sistem (2.18) 
 

 + 1 0 
det 

−1  + 1 
= 0 

2 
+ 2 +1 = 0 

( + 1) ( + 1) = 0 
 

Sehingga didapatkan 1,2 = −1. Berdasarkan Teorema 2.6.3 maka titik 

ekuilibrium dari persamaan differensial tersebut stabil asimtotik. 

 
2.6.2. Kestabilan Sistem Persamaan Differensial Nonlinear 

Untuk menentukan kestabilan dari suatu solusi setimbang sistem 

persamaaan differensial nonlinear dapat dilakukan dengan cara linearisasi sistem 
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nonlinear. Linearisasi dilakukan pada sistem nonlinear untuk mengetahui perilaku 

sistem di sekitar titik ekuilibrium sistem tersebut. Linearisasi pada sistem 

nonlinear dimaksudkan untuk memperoleh aproksimasi yang baik. Proses 

linearisasi dapat dilakukan dengan menggunakan deret Taylor untuk mencari 

suatu hampiran solusi di sekitar titik ekuilibrium. Deret Taylor untuk sistem 
f = ( f , f ,..., f )T di sekitar titik ekuilibrium x* = (x*, x* ,..., x* ) dengan 

1 2 n 1 2 n 

f (x* ) = 0 sebagai berikut 

 dx1 =
 f (x* ) 

f (x* ) +  1 (x 
f (x* ) 

− x* ) + ... +  1 (x 
1 2 f (x* ) 

− x* ) + 1 (x 
 
− x* )2 + ... 

dt 1 x1 xn 
n n 

2
 

x
2 1 1 

dx f (x* ) f (x* ) 1 2 f (x* ) 
  2 = f (x* ) +  2 (x − x* ) + ... +  2 (x − x* ) + 2 (x − x* )2 + ... 

dt 2 x1 xn 
n n 

2 x
2 1 1 

dx f (x* ) f (x* ) 1 2 f (x* ) 
  n   = f (x* ) +  n (x − x* ) + ... +  n (x − x* ) + n (x − x* )2 + ... 

dt n x1 xn 
n n 

2 x
2 1 1 

Apabila suku-suku nonlinearnya diabaikan maka diperoleh 
 

dx f (x* ) f (x* ) 
    1 = f (x* ) +  1 (x − x* ) + ... +  1 (x − x* ) 
dt 1 x 1 1 x n n 

1 n 

dx f (x* ) f (x* ) 
  2 = f (x* ) +  2 (x − x* ) + ... +  2 (x − x* ) 
dt 2 x 1 1 x n n 

1 n 

 
dx f (x* ) f (x* ) 
  n = f (x* ) +  n (x − x* ) + ... +  n (x − x* ) 
dt n x 1 1 x n n 

1 n 

 

 

 

(2.19) 

Jika persamaan (2.19) dinyatakan dalam bentuk matriks, maka diperoleh 
 

 dx  
 f (x* ) f (x* ) f (x* )  

     1  1  1    
 

x x x 

 

      1 

 
dt 

 
 1 2 n  x − x*  

 dx  
 f (x* ) f (x* ) f (x* )  

1 1 
 


 2 

 
    2  2  2  x − x* 


 

dt =  x x x  
2 2

 

   
1 2 n 


  

    x − x*  
 dx  * * *  n n  

 
n 

 
 fn (x ) fn (x ) fn (x )  

 dt   
x x x 


 

 1 2 n  

 

 

 

(2.20) 

Misalkan 
 

y = x − x*, y = x − x* ,...., y = x − x* 
1 1 1 2 2 2 n n n 

(2.21) 

Sehingg diperoleh  

1 

1 

1 

1 1 

1 1 

1 1 
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1     2 n 

1     2 n 

1     2 n 

1     2 n 

 

dy1 = 
dx1 , 

dy2 = 
dx2 ,..., 

dyn = 
dxn 

dt dt dt dt dt dt 
(2.22) 

Substitusikan Persamaan (2.21) dan (2.22) ke sistem (2.20), sehingga sistem 

(2.20) dapat ditulis 

dy f (x* ) f (x* ) 
    1 = f (x* ) +  1 y + ... +    1 y 
dt 1 x  1 x  n 

1 n 

dy f (x* ) f (x* ) 
   2 = f (x* ) +  2 y + ... +    2 y 
dt 2 x  1 x  n 

1 n 

 
dy f (x* ) f (x* ) 
   n = f (x* ) +  n y + ... +    n y 
dt n x  1 x  n 

1 n 

 

 

 

(2.23) 

atau 
 

dx 
= J y 

*    * * 

dt ( x1 ,x2 ,...,xn ) 

(2.24) 

Sistem (2.23) merupakan hasil linearisasi persamaan differensial nonlinear di 

sekitar titik ekuilibrium, dengan J
( x* ,x* ,...,x* ) 

merupakan matriks Jacobian dan 

fungsi ƒ di titik ekuilibrium. Kestabilan dari titik ekuilibirum pada sistem 

kestabilan non linear dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen matriks Jacobian 

pada metode linearisasi. Nilai eigen dapat ditentukan melalui persamaan 

karakteristik dari matriks Jacobian di titik ekuilibrium x* . Kriteria kestabilan titik 

ekuilibrium pada sistem non linear tersebut disajikan pada teroema dibawah ini. 

Teorema 2.6.4 

Diberikan matriks Jacobian J
( x* ,x* ,...,x* ) 

dari sistem (2.23) 
 

1. Jika semua bagian real nilai eigen dari matriks J
( x* ,x* ,...,x* ) 

bernilai negatif, 
 

maka titik ekuilibirum x* = (x*, x* ,..., x* ) dari sistem non linear stabil 

 
asimtotik lokal. 

1 2 n 

2. Jika terdapat paling sedikit satu nilai egen dari matriks J
( x* ,x* ,...,x* ) 

bernilai 
 

positif, maka titik ekuilibirum x* = (x*, x* ,..., x* ) dari sistem non linear 

 
tidak stabil. 

1 2 n 

Contoh 2.9 Diberikan sistem (2.14), berdasarkan Contoh 2.7 Diberikan sistem 

persamaan differensial nonlinear pada persamaan (2.14) Berdasarkan Definisi 
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2.5.1 sistem (2.14) dapat ditulis menjadidiperoleh titik ekuilibrium sistem (2.14) 

yaitu (0, 0) , (0, 2) dan (1,1) . Selanjutnya dilakukan linearisasi di sekitar titik 

ekuilibrium untuk melihat kelinearannya. 
Matriks Jacobi dari sistem (2.14) adalah 

 dx1 dx1  
 dx dx  1 − x −x    

J =  
 

1 2  =  
2 1 

( x )  dx2 dx2  
 

  

 −1 2 − x2   
dx dx 


 

 

Untuk 

 
x* = (0, 0) 

 1 2  

1 − (0) −(0)  
= 

 1 0  
−1 2 − (0)

 
−1 2


 

    

Persamaan karakteristik untuk J(0,0)   adalah 
 

 
det (I − J(0,0) ) = 0 

 
 det 

 −1 0  
= 0

 
 

1  − 2

 

  

 ( −1)( − 2) = 0 

 1 = 1 dan 2 = 2 
 

Karena 1 = 1  0 dan 2 = 2  0 maka berdasarkan Teorema 2.6.4 nilai titik 
 

ekuilibrium (0, 0) pada sistem persamaan tersebut tidak stabil. 

 

 
• Kriteria Routh-Hurwitz 

Nilai eigen dapat diperoleh dengan menentukan akar-akar persamaan 

karakteristik det(I − A) . Namun seringkali akar-akar persamaan karakteristik 

tidak mudah ditemukan. Sehingga diperlukan suatu aturan yang menjamin bahwa 

akar-akar persamaan karakteristik bernilai negatif atau ada persamaaan 

karakteristik yang bernilai positif. Kriteria Routh-Hurwitz merupakan salah satu 

alternatif untuk menentukan nilai eigen dari suatu polinomial yang tidak mudah 

dilakukan. Tanda negatif atau positif dapat digunakan untuk menentukan sifat 

kestabilan dari suatu titik ekuilibrium. 

* 
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i 

 

i 

Definisi 2.7.1 [23] 

Diberikan suatu sistem persamaan karakteristik dalam bentuk polinomial sebagai 

berikut: 

P() = a k 
+ a k −1 

+ + a = 0 
0 1 k 

(2.25) 
 

Dimana a0 = 1 dan ak dengan k = 1, 2,..., n adalah bilangan real. 

Maka didefinisikan 𝑘 matriks sebagai berikut: 
 

a a  
a1 a0 0  

H = a , H = 1 0 , H = 

a a a 


 

1 1 2 a a  3  3 2 1  
  3 2  

a a a   
5 4 3 

 a1 a0 0 0 0 
 

a a a a 0

 

H   =  3 2 1 0  
j  a a a a 0 

 
5 4 3 2 


 

a2 j −1 a2 j −2 a2 j −3 a2 j −4 a j  

 a1 a0 0 0 

a a a 0


 

H   =  3 2 1  
k   

 
0 0 0 a 


 

 k  

 

 

 

 

 

 
(2.26) 

 

dimana syarat setiap unsur (l, m) pada matriks H j adalah 
 

a2l −m    

H = 
 

1 
lm  

 0 
 

, untuk 0  2l − m  k 

, untuk 2l = m 

, untuk 2l  m dan 2l  k + m 
 

Dengan demikian, titik ekuilibrium x stabil jika dan hanya jika H j   0 untuk 

setiap j = 1, 2,..., k . 
 

 

• Matriks Generasi Selanjutnya 

Model kompartemen untuk penularan penyakit, suatu kompartemen 

disebut kompartemen penyakit jika individu-individu didalamnya terinfeksi 

penyakit. Misalkan x menyatakan kelas yang terinfeksi penyakit, y menyatakan 

kelas yang tidak terinfeksi penyakit, menyatakan matriks dari rata-rata jumlah 
 

individu baru yang terinfeksi penyakit dan menyatakan matriks dari rata-rata 
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penurunan jumlah individu terinfeksi. Model kompartemen dapat ditulis dalam 

bentuk sebagai berikut: 

xi = i (x, y) − i (x, y) 

y j  = g j (x, y) 

i = 1, 2,..., n 

j = 1, 2,..., m 

x  n 

y  m 

 

(2.27) 

Perhitungan bilangan reproduksi dasar berdasarkan sistem (2.27) pada titik 

ekuilibrium bebas penyakit. Hasil linearisasi dari kelas terinfeksi pada titik 

ekuilibrium bebas penyakit adalah sebagai berikut: 

xi  = ( − )x (2.28) 

dengan ➚ dan   matriks berukuran n  n yang didefinisikan oleh 
 

= 
   

i     0, y )
 

dan = 
  

i   (0, y )

 

 ( 0      0  
 x

j   x
j  

(2.29) 

dengan (0, 𝑦0) adalah titik ekuilibrium bebas penyakit. Selanjutnya didefinisikan 

matriks 𝐾 sebagai berikut: 

K = −1 (2.30) 

yang disebut sebagai next generation matrix (matriks generasi selanjutnya). Nilai 

dari bilangan reproduksi dasar pada populasi rentan adalah radius spektral dari 

matriks 𝐾 [24],  sehingga 

 

 
 

• Bilangan Reproduksi Dasar (R0 ) 

Bilangan reproduksi dasar adalah ambang batas penularan suatu penyakit 

yang disebabkan oleh individu terinfeksi dalam suatu populasi yang semuanya 

rentan untuk terinfeksi, yang biasanya dilambangkan dengan R0 [25]. Bilangan 
 

reproduksi dasar dicari untuk menentukan apakah suatu wilayah terjadi endemik 

atau tidak. Parameter R0 mempunyai nilai ambang batas 1. Epidemik akan terjadi 

pada saat R0  1 yang ditandai dengan meningkatnya populasi manusia terinfeksi 

dan tidak terjadi epidemik pada saat R0  1 yang ditandai dengan menurunnya 

populasi manusia terinfeksi. Penentuan bilangan reproduksi dasar ini akan 

diperoleh dengan mencari nilai eigen terbesar dari matriks generasi selanjutnya 

R =  ( −1 ) 
0 

(2.31) 
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− 

[24]. Kondisi yang akan timbul adalah salah satu diantara kemungkinan berikut 

[26] : 

• J

i

k

a 

• J 

R0  1 maka penyakit akan menghilang 

R0  1 maka penyakit akan meningkat menjadi wabah 

• Jika 𝑅0 = 1 maka penyakit akan menetap (endemik). 

Analisis terhadap kondisi ambang batas ini diperlukan untuk mengetahui 

parameter apa saja yang harus dikontrol agar di dalam populasi tidak terjadi 

endemik. Langkah-langkah untuk memperoleh nilai R0 menurut Diekman dkk 
 

[27] dengan metode matriks generasi selanjuntya adalah sebagai berikut: 

1. Mengambil persamaan-persamaan yang menggambarkan kasus infeksi 

baru dan perubahan dalam kompartemen infeksi dari sistem. Selanjutnya 

sistem ini disebut subsistem terinfeksi. 

2. Melakukan linearisasi subsistem terinfeksi di sekitar titik keseimbangan 

bebas penyakit yang dituliskan dalam bentuk matriks dan disebut dengan 

matriks Jacobian (J ) . 

3. Mendekomposisikan matriks Jacobi dari subsistem terinfeksi menjadi 

J = , dengan merupakan matriks Transmisi yang elemen- 

elemennya berhubungan dengan proses penularan infeksi. Sedangkan   

merupakan matriks Transisi yang elemen–elemennya berhubungan dengan 

perpindahan kompartemen. 

4. Menemukan matriks generasi selanjutnya, yaitu K = −1 . 

5. Menemukan nilai eigen terbesar dari   K dan selanjutnya nilai eigen 

terbesar tersebut dinyatakan sebagai R0 . 
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C. Model Matematika Penyebaran Penyakit MERS-CoV dengan Penggunaan  

Masker kesehatan dan Vaksinasi 

 
1. Asumsi Model 

Model yang digunakan dalam penyebaran penyakit MERS-CoV adalah 

model SEIR (Susceptible Exposed Infected Recovered) yang dikembangkan 

dengan membagi populasi individu kedalam enam kompartemen: Susceptible (S ) 

yaitu individu yang rentan terkena penyakit, dimana di kompartemen ini terbagi 

menjadi dua subpopulasi yaitu individu rentan tidak menggunakan masker 

kesehatan (S1 ) dan individu rentan menggunakan masker kesehatan (S2 ) , 

Exposed (E) yaitu individu yang tertular penyakit tetapi belum menunjukkan 

tanda-tanda mengidap penyakit dan belum dapat menularkan penyakit (individu 

laten) [28], Infected (I ) yaitu individu yang terjangkit dan dapat menularkan 

penyakit, di kompartemen ini juga terbagi menjadi dua subpopulasi yaitu individu 

terinfeksi tidak menggunakan masker kesehatan (I1 ) dan individu terinfeksi 

menggunakan masker kesehatan (I2 ) dan Recovered (R) yaitu individu yang 



27 

 

 

telah sembuh dari penyakit. Asumsi pembentukan model matematika dari 

penyebaran penyakit MERS-CoV dengan penggunaan masker kesehatan dan 

vaksinasi dapat disusun sebagai berikut: 

1. Virus yang menyebabkan penyakit MERS-CoV adalah virus korona. 

2. Populasi diasumsikan tertutup, artinya tidak ada individu masuk kedalam 

populasi atau keluar dari populasi (tidak ada migrasi). Total populasi 

diasumsikan konstan. 

3. Jumlah kelahiran dan jumlah kematian tiap satuan waktu diasumsikan 

sama. 

4. Populasi diasumsikan bercampur secara homogen, artinya setiap individu 

mempunyai peluang yang sama untuk melakukan kontak dengan individu 

lain. 

5. Individu yang belum terinfeksi virus dan tidak divaksinasi masuk ke dalam 

kompartemen individu rentan tidak menggunakan masker kesehatan (𝑆1). 

6. Individu rentan akan diberikan vaksinasi dengan ukuran vaksinasi tertentu 

sehingga dapat menyebabkan individu yang diberikan vaksin kebal 

terhadap penyakit. 

7. Individu rentan dengan masker kesehatan 

virus. 
(S2 ) tidak dapat tertular oleh 

8. Individu rentan dengan masker kesehatan (S2 ) akan kembali ditempatkan 
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ke (S1 ) jika mereka berhenti menggunakan masker kesehatan, proses yang 

sama juga terjadi pada kompartemen individu terinfeksi. 

9. Infeksi virus terjadi ketika terjadi kontak dengan individu yang terinfeksi, 

baik secara langsung maupun tidak langsung. 

10. Individu yang terinfeksi virus dapat sembuh dari penyakit. 

11. Individu yang telah sembuh mempunyai kekebalan terhadap penyakit. 

12. Kematian akibat penyakit diabaikan, hanya terjadi kematian alami pada 

setiap subpopulasi. 

2. Variabel dan Parameter 

Variabel dan parameter yang digunakan dalam model penyebaran penyakit 

MERS-CoV dengan penggunaan masker kesehatan dan vaksinasi disajikan dalam 

Tabel 3.1. 

Tabel 3.1. Daftar variabel model penyebaran penyakit MERS-CoV dengan 

penggunaan masker kesehatan dan vaksinasi 

No. Variabel Definisi Syarat Satuan 

1 N(t)  
Jumlah populasi individu pada 

waktu ke-t 
N (t)  0 individu 

 

 
2 

 

S1 (t ) 

Jumlah individu rentan 

terinfeksi tidak menggunakan 

masker kesehatan pada waktu 

ke-t 

 

S1 (t)  0 

 
 

individu 

 

 
3 

 

S2 (t ) 

Jumlah individu rentan 

terinfeksi menggunakan 

masker kesehatan pada waktu 

ke-t 

 

S2 (t)  0 

 
 

individu 

4 E(t) 
Jumlah individu   laten   pada 

waktu ke-t 
E(t)  0 individu 

 
5 

 
I1 (t ) 

Jumlah individu terinfeksi 

tidak menggunakan masker 

kesehatan pada waktu ke-t 

 
I1 (t)  0 

 
individu 

 
6 

 
I2 (t ) 

Jumlah individu terinfeksi 

menggunakan  masker 

kesehatan pada waktu ke-t 

 
I2 (t)  0 

 
individu 

7 R(t) 
Jumlah individu sembuh pada 

waktu ke-t 
R(t)  0 individu 
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Tabel 3.2. Daftar parameter model penyebaran penyakit MERS-CoV dengan 

penggunaan masker kesehatan dan vaksin 

No. Variabel Definisi Syarat Satuan 

1  
Laju kelahiran dan kematian 

alami populasi individu 
  0 

1 
 

hari 

2  
Proporsi banyaknya individu 

rentan yang divaksinasi 
0    1 

 

3 (1 −  ) 
Proporsi banyaknya individu 

rentan yang tidak divaksinasi 
0    1 

 

4 u1 

Laju penggunaan masker 

Kesehatan 
u1  0 

1 
 

hari 

5 u2 

Laju pelepasan masker 

Kesehatan 
u2  0 

1 
 

hari 

 

 
6 

 

 

Laju individu rentan menjadi 

individu laten setelah 

berinteraksi dengan individu 

Terinfeksi 

 

  0 

 

1 
 

individu  hari 

 
7 

 
 

Laju transfer dari individu 

laten menjadi individu 

Terinfeksi 

 
  0 

 

individu 

hari 

8  Laju kesembuhan tiap individu   0 
individu 

hari 
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3. Penyebaran Penyakit MERS-CoV 

Secara skematis proses penyebaran penyakit MERS-CoV dengan 

penggunaan masker kesehatan dan vaksinasi dalam suatu populasi dapat disajikan 

dalam diagram transfer pada Gambar 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 3.1. Diagram Transfer Penyebaran Penyakit MERS-CoV dengan 

Penggunaan Masker Kesehatan dan Vaksinasi 

Berdasarkan diagram transfer Gambar 3.1. populasi individu dibagi 

menjadi enam kompartemen, yaitu: kompartemen individu rentan tidak 

menggunakan masker kesehatan 

menggunakan masker kesehatan 

(S1 ) , kompartemen individu rentan 

(S2 ) ,   kompartemen   individu   laten (E) , 

kompartemen individu terinfeksi tidak menggunakan masker kesehatan (I1 ) , 

kompartemen individu terinfeksi menggunakan masker kesehatan (I2 ) , dan 

kompartemen individu sembuh (R) . Setiap individu yang lahir () akan masuk 
 

ke dalam kompartemen (S1 ) , untuk mencegah individu terinfeksi virus maka 

individu didalam populasi akan diberikan vaksinasi dengan laju 0    1 dan jika 

 = 0 maka tidak terjadi vaksinasi di dalam populasi. Individu rentan yang tidak 

divaksin dan tidak menggunakan masker kesehatan akan dipindahkan kedalam 

kompartemen individu menggunakan masker kesehatan (S2 ) dan akan 
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ditempatkan kembali ke (S1 ) jika mereka berhenti menggunakan masker 

kesehatan. Proses yang sama terjadi pada individu terinfeksi. Individu yang tidak 

menggunakan masker kesehatan masih berpeluang terinfeksi oleh virus jika 

berinteraksi dengan individu terinfeksi dan akan menjadi individu laten (E) 

dengan laju  . Individu laten akan menjadi individu terinfeksi dengan laju  . 

Individu terinfeksi akan sembuh dengan laju  . Individu rentan yang divaksinasi 

tidak terkena virus akan langsung masuk ke kompartemen R . Di setiap 

kompartemen akan ada kematian alami yang lajunya disamakan dengan kelahiran 

alami dengan laju  . 

Perubahan jumlah individu di dalam populasi di setiap kompartemen 

dipengaruhi oleh faktor-faktor sebagai berikut: 

1. Perubahan jumlah individu di dalam kompartemen individu rentan tidak 

menggunakan masker kesehatan (S1 ) . 

1) Penambahan jumlah individu dipengaruhi oleh tingkat kelahiran manusia 

alami yang tidak divaksin sebesar (1 − ) 

yang melepas masker kesehatan sebesar u2 . 

dan tingkat individu rentan 

 

2) Pengurangan jumlah individu dipengaruhi oleh tingkat kematian manusia 

alami sebesar  , tingkat individu rentan yang menggunakan masker 

kesehatan sebesar u1 dan kontak dengan individu terinfeksi yng menjadi 

individu laten dengan laju  . 

Dengan demikian diperoleh tingkat individu rentan tidak menggunakan 

masker kesehatan terhadap waktu yaitu: 

dS1 = (1 − )N + u S − ( + u )S − S I 
dt 

2    2 1 1 1 1 
(3.1) 

2. Perubahan jumlah individu di dalam kompartemen individu rentan 

menggunakan masker kesehatan (S2 ) . 

1) Penambahan jumlah individu dipengaruhi oleh tingkat individu yang 

menggunakan masker kesehatan sebesar u1 . 
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2) Pengurangan jumlah individu dipengaruhi oleh tingkat kematian manusia 

alami sebesar  dan tingkat individu yang melepas masker kesehatan 

sebesar u2 . 

Dengan demikian diperoleh tingkat individu rentan yang menggunakan 

masker kesehatan terhadap waktu yaitu: 

dS2 = u S − ( + u )S 
dt 

1   1 2 2 
(3.2) 

3. Perubahan jumlah individu laten 

1) Penambahan jumlah individu dipengaruhi oleh kontak individu rentan 

dengan individu terinfeksi yang menjadi individu laten dengan laju 

perpindahan sebesar  . 

2) Pengurangan jumlah individu dipengaruhi oleh tingkat kematian manusia 

alami sebesar 𝜇 dan individu laten yang menjadi individu terinfeksi 

dengan laju perpindahan sebesar  . 

Dengan demikian diperoleh tingkat individu laten terhadap waktu yaitu: 
 

dE 
= S I − ( +  )E 

dt 
1  1   

 

(3.3) 

4. Perubahan jumlah individu terinfeksi tidak menggunakan masker kesehatan 

1) Penambahan jumlah individu dipengaruhi oleh kontak individu laten 

dengan individu terinfeksi dengan laju sebesar  dan tingkat individu 

terinfeksi yang melepas masker kesehatan sebesar u2 . 

2) Pengurangan jumlah individu dipengaruhi oleh tingkat kematian manusia 

alami sebesar  , tingkat individu terinfeksi menggunakan masker 

kesehatan dengan laju sebesar u1 

terinfeksi sebesar  . 

dan tingkat kesembuhan individu 

Dengan demikian diperoleh tingkat individu terinfeksi tidak menggunakan 

masker kesehatan terhadap waktu yaitu: 

dI1 =  E + u I − ( + u +  )I 
dt 

2   2 1 1 
(3.4) 
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5. Perubahan jumlah individu terinfeksi menggunakan masker kesehatan 

1) Penambahan jumlah individu dipengaruhi oleh tingkat individu terinfeksi 

yang menggunakan masker kesehatan sebesar u1 . 

2) Pengurangan jumlah individu dipengaruhi oleh tingkat kematian manusia 

alami sebesar  , tingkat individu melepas masker kesehatan sebesar u2 

dan tingkat kesembuhan individu terinfeksi sebesar  . 

Dengan demikian diperoleh tingkat individu terinfeksi menggunakan masker 

kesehatan terhadap waktu yaitu: 

dI2 = u I − ( + u +  )I 
dt 

1 1 2 2 
(3.5) 

6. Perubahan jumlah individu sembuh 

1) Penambahan jumlah individu sembuh dipengaruhi oleh perpindahan 

individu terinfeksi tidak menggunakan masker kesehatan dan 

menggunakan masker kesehatan yang sembuh dengan laju sebesar  dan 

individu rentan divaksinasi yang tidak terkena penyakit dengan laju 

sebesar  . 

2)  Pengurangan jumlah individu sembuh dipengaruhi oleh kematian 

manusia alami sebesar  . 

Dengan demikian diperoleh tingkat individu sembuh terhadap waktu yaitu: 
 

dR 
=  I +  I + N − R 

dt 
1 2 

(3.6) 

Berdasarkan (3.1), 3.2), (3.3), (3.4), 3.5) dan (3.6) diperoleh model penyebaran 

penyakit MERS-CoV dengan penggunaan masker kesehatan dan vaksin adalah 

sebagai berikut: 

dS1 

dt 
= (1 − )N + u2 S2 − ( + u1 )S1 − S1 I1 

dS2 

dt 
= u1S1 − ( + u2 )S2 

 (3.7) 

dE 
 

dt 
= S1I1 − ( +  )E 

dI1 

dt 
=  E + u2 I2 − ( + u1 +  )I1 
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dI2 
 

dt 
= u1 I1  − ( + u2 +  )I2 

dR 

dt 
=  I1 +  I2 + N − R 

 

Dengan nilai N = S + S + E + I + I + R maka 
dN 

= 0 , sehingga   N (t) = k 
 

1 2 1 2 
 

untuk k bilangan bulat positif, karena 

dt 

N(t) konstan. Sistem (3.7) dapat dibentuk 

dalam model non-dimensional, untuk menyederhanakan sistem (3.7) proporsi 

banyaknya individu masing-masing kompartemen dapat dinyatakan sebagai 

berikut: 

s = 
S1 , s = 

S2 , e = 
E 

,i = 
I1 ,i = 

I2 , r = 
R

 
1 N 2 N N 1 N 2 N N 

(3.8) 

Dari persamaan (3.8) diperoleh: 

 
s + s + e + i + i + r = 

S1 + 
S2 + 

E 
+ 

I1 + 
I2 + 

R 
= 1 

      

1 2 1 2 
N N N N N N 

Dari persamaan (3.8) maka sistem persamaan (3.7) dapat dapat dibentuk dalam 

model non-dimensional menjadi: 

ds1 = (1− ) + u s − ( + u )s − s i 
dt 

2   2 1     1 1 1 

ds2 = u s − ( + u )s 
dt 

1 1 2 2 

de 
= s i − ( +  )e 

dt 
1 1 

 

 di1 = e + u i − ( + u +  )i 
dt 

2 2 1 1 

di2 = u i − ( + u +  )i 
dt 

1 1 2 2 

dr 
= i + i +  − r 

dt 
1 2 

 

 

 

 

 

 
(3.9) 

Selanjutnya, pada sistem (3.9) variable 𝑟 tidak muncul pada persamaan lain. Hal 

ini menunjukkan bahwa jumlah individu pada kompartemen r tidak 

mempengaruhi laju perubahan jumlah individu pada kompartemen yang lain, 

maka persamaan 𝑟 untuk sementara dapat diabaikan dari sistem. Sehingga sistem 

(3.9) dapat ditulis: 
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ds1 = (1 − ) + u s − ( + u )s −  s i 
dt 

2   2 1     1 1 1 

ds2 = u s − ( + u )s 
dt 

1 1 2 2 

de 
=  s i − ( +  )e 

dt 
1 1 

 

di1 = e + u i − ( + u +  )i 
dt 

2 2 1 1 

di2 = u i − ( + u +  )i 
dt 

1 1 2 2 

 

 

 

 
 

(3.10) 

Sistem (3.10) merupakan sistem persamaan differensial nonlinear yang lebih 

sederhana dari sistem (3.7) yang mempresentasikan model penyebaran penyakit 

MERS-CoV dengan penggunaan masker kesehatan dan vaksinasi. 

 
4. Titik Ekuilibrium dan Bilangan Reproduksi Dasar 

Sistem (3.10) mempunyai dua titik ekuilibrium yaitu, titik ekuilibrium 

bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Berdasarkan Definisi 2.5.1. sistem 

(3.10) dapat ditulis menjadi: 

(1 − ) + u2 s2 − ( + u1 )s1 − s1i1 = 0 = 0 (3.11) 

u1s1 − ( + u2 )s2 = 0 (3.12) 

 s1i1 − ( +  )e = 0 (3.13) 

e + u2i2 − ( + u1 +  )i1 = 0 (3.14) 

u1i1 − ( + u2 +  )i2 = 0 (3.15) 

 
 

5. Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit 

Titik ekuilibrium bebas penyakit adalah titik ekuilibrium pada saat tidak 

ada penyakit dalam populasi, sehingga i1 = i2 = 0 . Selanjutnya substitusi i1 = 0 ke 

persamaan (3.11), diperoleh 

 (1 − ) + u2 s2 − ( + u1 )s1 − s1i1 = 0  

 (1 − ) + u2 s2 − ( + u1 )s1 − s1 (0) = 0  

 (1 − ) + u2 s2 − ( + u1 )s1 = 0 (3.16) 

Selanjutnya substitusi i1 = 0 ke persamaan (3.13), diperoleh 
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Dari persamaan (3.12), diperoleh 

 

 

 
 

 
Substitusi (3.18) ke persamaan (3.16) 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

Sehingga persamaan (3.18) menjadi s = 

 

 
u1 (1 − ) 

 
 2  + u + u 

1 2 
 

Jadi diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit sistem (3.10) yaitu 
 

E (s , s , e, i , i ) = 
 (1 −  )( + u2 ) 

, 
u1 (1 − ) 

, 0, 0, 0 

 

1  1 2 1  2  
 + u + u  + u + u 


 

 1 2 1 2  

 

(3.20) 

 
 

6. Titik Ekuilibrium Endemik 

Titik ekuilibrium endemik adalah titik ekuilibium saat kelas terinfeksi 

tidak nol atau saat penyakit menyebar dalam populasi. Endemik penyakit artinya 

s1i1 − ( +  )e = 0  

s1 (0) − ( +  )e = 0 
 

−( +  )e = 0 
 

e = 0 (3.17) 

 

u1s1 − ( + u2 ) s2 = 0 
 

( + u2 ) s2 = u1s1 
 

s = 
( 

u1 s1  

)
 

2 
 + u 

2 

 
(3.18) 

 

(1 − ) + u2 s2 − ( + u1 )s1 = 0  

(1 − ) + u 
 u

1
s

1 
 

− ( + u )s = 0 
2  ( + u )  1      1

 

 2     

−s 

( + u ) − 

u
1
u

2 
 

= −(1 − ) 
1  

1 ( + u )  
 2     

 

s =
 (1 − )  

1  u u  

 
( + u ) − 

( 
1 2  

) 
 

 
1 

+ u  
2 

 

(1 −  )(  + u2 ) 
s1 = 

( + u + u ) 
1 2 

 
(3.19) 
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1 2 

di dalam populasi selalu terdapat individu yang terserang penyakit, sehingga 

diperoleh 𝐼 pada titik ekuilibrium endemik penyakit yaitu 

Dari persamaan (3.15) diperoleh 

 

 

 
 

I*  0 dan I*  0 . 

 

Dari persamaan (3.12) diperoleh 

 

 

 
 

 
Dari persamaan (3.13) diperoleh 

 

 

 
 

 
Selanjutnya substitusi persamaan (3.21) dan (3.23) ke persamaan (3.14), sehingga 

diperoleh 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

u1i1 − ( + u2 +  )i2 = 0  

( + u2 +  )i2 = u1i1 
 

i = 
u1i1  

2 ( + u +  ) 
2 

(3.21) 

 

u1s1 − ( + u2 )s2 = 0  

( + u2 )s2 = u1s1 
 

s =  
u1s1    

2 ( + u ) 
2 

 

(3.22) 

 

s1i1 − ( +  )e = 0  

( +  )e =  s1i1 
 

e = 
 s1i1   

( +  ) 

 

(3.23) 

 

e + u2i2 − ( + u1 +  )i1 = 0 

 s
1
i
1  +  

u
1
u

2
i
1 − ( + u +  )i = 0 

( +  ) ( + u +  )  1 
1

 
2 

 s
1
i
1  + i 

 u
1
u

2 − ( + u +  ) 
 

= 0 
( +  ) 

1  
( + u  +  )  

1 
  2  

 s1i1  = −i 
 u1u2 − ( + u +  ) 

 

( +  ) 1 
 

( + u +  )  1 

  2  

 
− 

u
1
u

2 + ( + u  +  ) 

  

( + u  +  ) 
1 

 

s  =  2  
1  

( +  ) 
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Sehingga persamaan (3.22) menjadi 

 

s = 
u1 ( +  )( + u1  + u2 +  )( +  ) 

2  ( + u )( + u +  ) 
2 2 

 

(3.25) 

Selanjutnya substitusi persamaan (3.24) dan (3.25) ke persamaan (3.11), sehingga 

diperoleh 

 (1 − ) + u2 s2 − ( + u1 )s1 − s1i1 = 0  

 

- (1 − ) + 
u1u2 ( +  )(d +  )c 

− ( + u ) 
( +  )(d +  )c 

−  
( +  )(d +  )c 

i = 0
 

 ( + u )n 1 n n 1 
2 

 
- 

   n(1− )  
+  

u
1
u

2 − ( + u ) − i = 0 

( +  )(d +  )c ( + u )  1 
1

 
2 

 

 
- 

   n(1 − ) 
+ 

 u1u2 − ( + u1 )( + u2 )  
= i

 
 

( +  )(d +  )c 
 

( + u ) 
 1

 

 2  

 

 
- 

n(1 − ) 
− 

  2 
+ u + u  

= 
 


 1 2 

 i 
( +  )(d +  )c  ( + u )  

1
 

2 

 

 
-  

  n(1− ) 
− 

  + u1 + u2  
= i

 
 ( +  )(d +  )c 

 
( + u ) 

 1
 

  2  

 

 

-  
   n(1 −  ) 

− 
d  

= i
 

  
( +  )(d +  )c ( + u ) 

 1
 

 2  

 

 
-  

  n(1 − )( + u2 ) − d ( +  )(d +  )c  
= i

 
  

( +  )(d +  )c( + u ) 
 1

 

 2  

 

 
- 

   n(1 − )( + u2 ) − d ( +  )(d +  )c  
= i

 
 

 
 

( +  )(d +  )c( + u ) 
 1

 

 2  

 
(3.26) 

Sehingga diperoleh titik ekuilibrium endemik sistem (3.10) adalah 

E = (s* , s* , e* ,i* ,i* ) dengan 
2 1 2 1     2 

 

s* = 
1 

( +  )( + u1 + u2 +  )( +  ) 

 ( + u2 +  ) 

 
s* = 

2 

u s* 
  1 1  

( + u2 ) 

s = 
( +  )( + u1 + u2  +  )( +  ) 

1  ( + u +  ) 
2 

(3.24) 
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e* = 
s*i*  

  1 1  

( +  ) 

 
i* = 
1 

   n(1 − )( + u2 ) − d ( +  )(d +  )c  

 
 

( +  )(d +  )c( + u ) 

 

 2  

 
i* = 
2 

u i* 
  1 i  

( + u2 +  ) 

dimana c = ( +  ) , d = ( + u1 + u2 ) , n = ( + u2 +  ) 
. 

 

7. Bilangan Reproduksi Dasar (R0 ) 

Selanjutnya, menentukan bilangan reproduksi dasar 

 

(R0 ) 

 
 

dari sistem 

(3.10) dengan mencari nilai eigen maksimum yang diperoleh dari Matriks 

Generasi Selanjutnya. Matriks Generasi Selanjutnya dapat diperoleh dari model 

persamaan subsistem terinfeksi. Langkah-langkah penentuan bilangan reproduksi 

dasar sistem (3.10), yaitu: 

1. Mengambil persamaan-persamaan yang menggambarkan kasus infeksi baru 

dan perubahan dalam kompartemen infeksi dari sistem. Selanjutnya sistem ini 

disebut subsistem terinfeksi. Pada sistem (3.10), subsistem yang terinfeksi 

adalah e, i1 dan i2 . 

2. Melakukan pelinearan terhadap subsistem terinfeksi pada titik ekuilibrium 

bebas penyakit. Sistem linear ini direpresentasikan dengan Matriks Jacobi (J) 

sebagai berikut: 

 

 

 
J

( E ) 

 

 
= 

 de de de  
 

de di di 

 

 1 2  −( +  )  s 0  
 di di di   

1 

 

   1 1 1  

 = 
 

 −( + u +  ) u 

 

 de di di  
1 2

 

 
1 2  

  0 u −( + u   +  ) 
di di di 

1 2
 

  2 2 2  
 de di1 di2  

 
 

J
(s ,s ,e,i ,i  ) 

1    2       1  2 

 

= 


−( +  ) 

 (1 −  )( + u2 ) 
0 

 
  ( + u + u )  

 1 2  
  −( + u1 +  ) u2  
  

 0 u1 −( + u2 +  ) 

  

 

 
(3.27) 
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3. Dekomposisi matriks Jacobi   (J ) menjadi   J = , dengan adalah 
 

matriks Transmisi dan adalah matriks Transmisi 
 

 

= 


0 

 (1 −  )( + u2 ) 
0
 

 ( + u + u )  
 1 2  
0 0 0 

0 0 0


 

  
  

 

 

(3.28) 

 

= 

( +  ) 0 0  
 

− ( + u  +  ) −u 

 

 1 2  

 0 −u1 ( + u2  +  ) 

 

(3.29) 

 

Hitung −1 , 
 

 
 

−1 = 

 1 
0 0 

 
  

 +  

 

  
 ( + u2 +  ) ( + u2 +  ) u2  
 

( +  ) A A A 

 

  
  u1 u1 ( + u1 +  )  
 

( +  ) A A A 

 

  

 

 

 
(3.30) 

dengan A = ( +  )( + u1 + u2 +  ) 

4. Hitung 𝑅0 dengan R0  = ( 
 

 
 

−1   = 

  (1 −  )( + u )  
 1 

0 0 

 

0   2 0 
  +   

 
( + u1 + u2 )  

  

0 0 0 
 ( + u2 +  ) ( + u2 +  ) u2  

  
 

( +  ) A A A 

 

0 0 0 
  

  
 u1 u1 ( + u1 +  )  
 

( +  ) A A A 

 

  

− 

−1 ) 
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= 
 

 

 

dengan A = ( +  )( + u1 + u2 +  ) dan B =  (1 − )( + u2 ) . 

Nilai eigen matriks ( −1 ) diperoleh dari persamaan berikut 
 

 det(I − −1 ) = 0  

  − 
 (1 − )( + u2 )( + u2 +  )  (1 − )( + u2 )( + u2 +  ) u2 (1 − )( + u2 ) 

(u1 + u2 + )( +  ) A  (u1 + u2 + ) A  (u1 + u2 + ) A 

0  0 = 0 

0 0  

  
 − 

 (1 − )( + u2 )( + u2 +  )  
 2 

= 0
  

(u + u + )( +  ) A 

 

 1 2  

 
(3.32) 

 

sehingga diperoleh  = 0 dan  = 
 (1 − )( + u2 )( + u2 +  ) 

 

1,2 
3 (u + u + )( +  ) A 

1 2 
 

Karena bilangan reproduksi dasar diperoleh dari radius spektral atau nilai 

terbesar dari nilai eigen, maka didapat 

R = 
 (1 − )( + u2 )( + u2 +  ) 

0 (u + u + )( +  ) A 
1 2 

 

(3.33) 

 

dengan A = ( +  )( + u1 + u2 +  ) 
 

 

F. Analisis Kestabilan Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit 

Sistem (3.10) merupakan sistem nonlinear. Analisis kestabilan ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks Jacobian  yang diperoleh melalui metode 

linearisasi sistem di sekitar titik ekuilibrium. Misal E = (s1, s2 , e.i1,i2 ) adalah titik- 

titik ekuilibrium dari sistem (3.10). Matriks Jacobian sistem (3.10) dapat ditulis 

dalam bentuk sebagai berikut: 

 B ( + u2 +  ) B( + u2 +  ) Bu2  
(u + u + )( +  ) A (u + u + ) A (u + u + ) A  
 1 2 1 2 1 2  
 0 0 0  
 

0 0 0 

 

  
  

 

 

(3.31) 
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( =) 

( =) 

 

  ds1 ds1 ds1 
  

 
 ds2 ds2 ds2 

  

 
 de de de 

   

 
 di1 di1 di 

  

 1 2 de 

  2 2 2  

ds1  ds1     

 
 

di 
 

2  
 ds2  

 

 
 

di di 

 

 de de  
J

( E ) 
= 

 
 

di 
 

 

2  

 di1 di 

 

 
 

di 

di 

 

di  

 di1 di2  

 
− i1 −  − u1 

 
  i1 

 
 0 

u2 
 

0 −s1 0  
 

 
J

( E ) 
= 

− − u 

0 

0 

 
2 

0 

− −  

 

0 

 s1 

− − u −  

 

u 
 

 
(3.34) 

 0  0 u1 − − u2  −    

 

 

Selanjutnya akan dicari kestabilan titik ekuilibrium bebas penyakit sistem 

(3.10). Substitusi titik ekuilibrium bebas penyakit 

 (1−  )( + u2 ) E s , s ,e,i ,i , u1s1   
 ,0 ,0,0 

 
ke persamaan (3.34) sehingga 

1   1   2 1 2 
 ( + u + u ) ( + u )  

 1 2 2  

diperoleh matriks Jacobi sebagai berikut 
 

 

 

J
( E ) 

= 
1 


− − u u 0 − 

(1 −  )( + u2 ) 
0 

 
 1 2 

 + u + u 

 

 1 2  
 u1 − − u2 0 0 0   

(1 −  )( + u ) 

 

 2  

 0 0 − −   
 + u + u 

0  

 1 2  
 0 0  − − u1 −  u2  
 

0 0 0 u − − u −  

 

 1 2  

 

 

 
 

(3.35) 

 
 

Teorema 3.5.1 Jika R0  1 maka titik ekuilibrium bebas penyakit 

 (1−  )( + u2 ) E s , s ,e,i ,i , u1s1   
 ,0 ,0,0 sistem (3.10) stabil asimtotik lokal. 

1   1   2 1 2 
 ( + u + u ) ( + u )  

 
Bukti. 

 1 2 2  
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1 

1 

1 2  

Nilai eigen matriks J
(E ) diperoleh dari persamaan berikut 

det (I − J(E1 ) ) = 0 


− − u u 

 
0 − 

(1 −  )( + u2 ) 
0 

 

 0 0 0 0  
 1 2

 

  

  + u + u 


 

0  0 0 0  
 u1 − − u2 0 0 0  

 0 0  0 0  − 

 (1 −  )( + u ) 

 
= 0 

  
 

0 0 − −   2 0 
 

0 0 0  0   + u + u  

   

0 

1 2  

 
1 

 
 + a 

 
−u2 0  

b (1 −  ) 
0
 

d 

−u1  + b 0 0 0 
 b (1 −  ) = 0 

0 0  + c − 0 
d 

0 0 −  + m −u2 

0 0 0 −u1  + n 

dengan, a =  + u1 ,b =  + u2 , c =  +  , d =  + u1 + u2 , m = a +  , n = b +  , 

sehingga diperoleh persamaan karakteristik untuk J(E ) adalah 
 

 
 

( + a) 

( + b) 


( + c)( + m)( + n) − ( + c)(u u ) − 

b(1 − ) 
( + n)


 

  
1    2 

d 
 

  

+u 

(−u ) 


( + c)( + m)( + n) − ( + c)(u u ) − 

b(1 − ) 
( + n)

 
= 0 

2   1    

 1    2 

d 

 

  
 

Misalkan P = ( + c)( + m)( + n) − ( + c)(u1u2 
) − 

b(1− ) 
( + n) , sehingga 

d 
 

 ( + a)( + b)P − u1u2 P = 0  

 (( + a)( + b) − u1u2 ) P = 0 
 

 (2 + a + b + ab − u u )P = 0 
 

 (2
 + ( + u1 ) + ( + u2 ) + ( + u1 )( + u2 ) − u1u2 )P 

 (2
 + (2 + u + u ) + 2  + u  + u  + u u  − u u )P = 0 

1 2 1 2 1   2 1  2 

 (2
 + (2 + u + u ) + 2  + u  + u )P = 0 

 

 ( + )( +  + u1 + u2 )P = 0 (3.36) 

 0 0 0    0 0  − − u1 −  u2  

  
 
 0 0 0 u − − u −  


 

2  
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Diperoleh 1 = − dan 2 = − − u1 − u2 ,   karena 𝜇, 𝑢1, dan 𝑢2 bernilai positif 

maka bagian real dari kedua nilai eigen tersebut adalah negatif. Dari persamaan 

(3.36) dapat dilihat bahwa persamaan karakteristik untuk ketiga nilai eigen 

lainnya sebagai berikut: 

P = ( + c)( + m)( + n) − ( + c)(u1u2 ) − Q( + n)  

= ( + c)( + m)( + n) − u1u2  − Q( + n) 
 

= ( + c)  2  
+ (m + n) + mn − u u   − Q − Qn 

1  2 

 

= ( + c)  2  
+ (m + n) + ( + u  +  )( + u   +  ) − u u   − Q − Qn 

1 2 1  2 

 

= ( + c)  2  
+ (m + n) + ( +  )( + u  + u   +  ) − Q − Qn 

1 2 

 

= 3 
+  2 

(m + n + c) +  (( +  )(d +  ) + c(m + n) − Q) + c( +  )(d +  ) − Qn (3.37) 
 

diperoleh a0 = 1, a1 = m + n + c , a2 = (( +  )(d +  ) + c(m + n) − Q) dan 

a3 = c( +  )(d +  ) − Qn , dengan Q = 
b(1− ) 

. Untuk mengetahui tanda 
d 

bagian real nilai eigen yang lainnya akan digunakan kriteria Routh-Hurwitz, 

sehingga diperoleh: 

a
1 = m + n + c 

a0 

(3.38) 

a
2 = ( +  )(d +  ) + c(m + n) − Q 

a0 

 
(3.39) 

a3 = c( +  )(d +  ) − Qn 

a0 

 
(3.40) 

 

 

Syarat pertama kriteria Routh-Hurwitz adalah 
a1  0 , 

a2 

a0 a0 

 0 dan 
a

3
 

a0 

 0 . Akan 

ditunjukkan 
a1

 

a0 

 

 0 . Perhatikan: 

 
a

1 = (m + c + n) =  + u +  +  +  +  + u +  = 3 + 2 + u + u +  
a 

1 2 1 2 
0 

(3.41) 
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a 

 
diketahui   0 ,   0 , 

 

u1  0 dan 

 

u2  0 

 
maka jelas 

a
1  0 . Selanjutnya akan 

a0 

ditunjukkan 
a2  0 

a0 

 

a2 =
 

a0 

( +  )(d +  ) + c(m + n) − Q 
 

a2 =
 

a0 

( +  )( + u + u +  ) + ( +  )(m + n) − 
 ( + u

2 
)(1 − )

 
1 2 ( + u + u ) 

1 2 

 

a2 =
 

a0 

( +  )( + u + u +  ) − 
 ( + u

2 
)(1 − ) 

+ c(m + n) 
1 2 ( + u + u ) 

1 2 

 
(3.42) 

 

Diperhatikan bahwa jika 

R0  1 

R0  1, maka 

 

 
 (1 − )( + u2 )( + u2 +  ) 

 1 
( +  )( +  )( + u1 + u2 )( + u1 + u2 +  ) 

 

 

 
 (1 − )( + u2 )( + u2 +  ) 

 ( +  )( + u + u +  ) 
( +  )( + u + u ) 1 

2

 
1 2 

 

 

 
 (1 − )( + u2 )( + u2 +  ) 

− ( +  )( + u + u +  )  0 

( +  )( + u + u ) 1 
2

 
1 2 

 

 

 ( +  )( + u + u +  ) − 
 (1 − )( + u2 ) ( + u2 +  ) 

 0
 

1 2 ( + u + u ) ( +  ) 
1 2 

 
(3.43) 

Berdasarkan persamaan (3.43) maka haruslah, 
 

a
2 = ( +  )( + u + u +  ) − 

 ( + u
2 
)(1 − ) 

+ c(m + n)  0 
a 1 2 ( + u + u ) 

0 1 2 

 

(3.44) 

 

Selanjutnya akan ditunjukkan 3   0 

a0 

 

a3 =
 

a0 

c( +  )(d +  ) − Qn 
 

a3 =
 

a0 

( +  )( +  )( + u + u +  ) − 
 (1 − )( + u

2 
) 

( + u +  ) 
1 2 ( + u + u ) 2 

1 2 

 
(3.45) 

 

Diperhatikan bahwa jika R0  1, maka 
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R0  1 

 
 

 
 (1 − )( + u2 )( + u2 +  ) 

 1
 

( +  )( +  )( + u1 + u2 )( + u1 + u2 +  ) 

 
 

 

 

 

 

 

 

Menurut kriteria Routh-Hurwitz semua nilai eigen (3.37) akan bernilai negatif jika 

∆1> 0, ∆2> 0 dan ∆3> 0. Didefinisikan matriks Routh Hurwitz sebagai berikut: 
 

 
H 

 
= 

a1 a0 0  

a a a 


 

  3 2 1  
a5 a4 a3 

 

 

 

 
= 

 m + c + n 1 0  

c( +  )(d +  ) − Qn ( +  )(d +  ) + c(m + n) − Q m + c + n 


 

  

 0 0 c( +  )(d +  ) − Qn 

 

 
(3.47) 

 
Berdasarkan matriks 𝐻, diperoleh determinan matriks Routh Hurwitz sebagai 

berikut: 

1 = a1  

  = 
a1 a0 

2 
a a 

3 2 

= a1a2 − a3 (1) 

= (m + n + c)( +  )(d +  ) + c(m + n) − Q −c( +  )(d +  ) − Qn 

= (m + n + c)( +  )(d +  ) + (m + n + c)c(m + n) − (m + n + c)Q − c( +  )(d +  ) + Qn 

= (m + n)( +  )(d +  ) + c( +  )(d +  ) + (m + n + c)c(m + n) − (m + c)Q − Qn 

−c( +  )(d +  ) + Qn 

= (m + n)( +  )(d +  ) + (m + n + c)c(m + n) − (m + c)Q 

 (1 − )( + u
2 
)( + u

2 
+  ) 

 ( +  )( +  )( + u + u +  ) 
( + u + u ) 1 

2

 
1 2 

 (1 − )( + u
2 
)( + u

2 
+  ) 

− ( +  )( +  )( + u + u +  )  0 

( + u + u ) 1 
2

 
1 2 

( +  )( +  )( + u + u +  ) − 
 (1 − )( + u

2 
) 

( + u +  )  0 
1 2 ( + u + u ) 2 

1 2 

a3  0 (3.46) 
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= (m + n)( +  )(d +  ) + (m + n + c)c − (m + c)Q 

a1 a0 0 

3  = a3 a2 a1 = a3 (a1a2 − a3 ) = a3 (2 ) 0

  0 a3 

 

Berdasarkan persamaan (3.41) jelas diperoleh bahwa 

1  0 . Selanjutnya 2 = a1a2 − a3  0 maka haruslah 

a1  0 sehingga 

 

(m + n)( +  )(d +  ) + (m + n + c)c  (m + c)Q (3.48) 
 

Perhatikan jika 

R0  1 

R0  1 

  
 (1 − )( + u2 )( + u2 +  ) 

 1 
( +  )( +  )( + u1 + u2 )( + u1 + u2 +  ) 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Berdasarkan persamaan (3.49), maka persamaan (3.48) haruslah tepenuhi, 

sehingga 2  0 . Selanjutnya untuk menunjukkan 3  0 , diketahui bahwa 
 

a3  0 dan 2  0 , maka haruslah 3 = a3 (2 )  0 . Determinan matriks Routh 

Hurwitz 1 , 2 dan 3 bernilai positif jika R0  1. Dengan demikian persamaan 

(3.37) mempunyai akar-akar yang bagian realnya negatif. Sehingga berdasarkan 

Teorema (2.6.4) dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium bebas penyakit E1 

merupakan stabil asimtotik lokal. 

 (1 − )( + u2 )  ( + u2 +  ) 
 1 

( + u1 + u2 ) ( +  )( +  )( + u1 + u2 +  ) 

Q 
n 

 1 

c( +  )(d +  ) 

 

Qn  c( +  )(d +  )  

Qn − c( +  )(d +  )  0 
 

c( +  )(d +  ) − Qn  0 
 

c( +  )(d +  )  Qn 
 

(m + c)c( +  )(d +  )  Qn(m + c) 
 

(m + c)c( +  )(d +  ) 
 Q(m + c)

 

n 

 

(3.49) 
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1 1 

D. HASIL SIMULASI MODEL 

1. Nilai-nilai Parameter 

Simulasi dilakukan menggunakan program Maple 18 dan dengan 

memberikan nilai-nilai untuk masing-masing parameter. Simulasi ini diberikan 

untuk memberikan gambaran geometris terkait dengan hasil yang telah dianalisis. 

Beberapa nilai parameter yang digunakan diambil dari beberapa penelitian 

sebelumnya mengenai penyakit MERS-CoV. Adapun nilai-nilai parameter yang 

digunakan dalam penelitian ini  adalah sebagai berikut: 

1. Diasumsikan total populasi adalah 2000 individu dan rata-rata hidup 

manusia adalah 75 tahun. Sehingga  = 
2000 1 

 

 

75365 hari 

2. Laju penularan penyakit MERS-CoV adalah 0.1 artinya diperlukan 10 kali 

kontak sukses untuk menghasilkan 1 individu terinfeksi, sehingga 

 = 
10 individu  hari 

3. Masa inkubasi penyakit MERS-CoV adalah 2-14 hari. Misalkan masa 

inkubasi penyakit MERS-CoV diasumsikan 14 hari, maka laju rata-rata 

individu laten menjadi individu terinfeksi adalah  = 
1
 

14 

individu 

hari 

4. Individu yang terinfeksi MERS-CoV dapat sembuh dalam waktu 30 hari. 

Maka tingkat kesembuhan individu dari penyakit MERS-CoV adalah 

 =  
1

 

30 

individu 

hari 

5. Nilai-nilai parameter lainnya berdasarkan [6], 𝑢1 = 0.7 artinya terdapat 

70% individu yang menggunakan masker kesehatan dari total populasi 

individu, 𝑢2 = 0.3, artinya terdapat 30% individu yang melepas masker 

kesehatan dari total populasi individu, 𝜌 = 0.8 artinya terdapat 80% 

individu yang divaksin dari total individu dan 1 − 𝜌 = 0.2 artinya terdapat 

20% individu yang tidak divaksin dari total individu. 
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Dengan demikian diperoleh tabel nilai-nilai parameter sebagai berikut: 

Tabel 4.1. Nilai-nilai Parameter Sistem (3.10) 
 

Parameter Nilai Satuan 

𝜇 0.07305936073 
1 

 

hari 

𝜌 0.8  

𝑢1 0.7 
1 

 

hari 

𝑢2 0.3 
1 

 

hari 

𝛽 
 

0.1 
1 

 

individu  hari 

𝛿 0.07142857143 
individu 

hari 

𝜎 0.03333333333 
individu 

hari 

𝑁 2000 individu 

 
2. Perhitungan Numerik dan Simulasi Model 

Berdasarkan nilai-nilai parameter diatas diperoleh bilangan reproduksi 

dasar dari sistem (3.10) adalah R0 = 0.011867  1. Karena R0  1 maka penyakit 
 

tidak akan menyebar, dengan kata lain untuk jangka waktu tertentu populasi akan 

bebas    dari     penyakit.     Titik     ekuilibrium     bebas     penyakitnya     adalah 

E1 (s1 , s2 , e, i1 , i2 ) = (0.069532, 0.130468, 0, 0, 0) . 

Hasil simulasi di titik ekuilibrium bebas penyakit E1 menggunakan 
 

program Maple 18 berdasarkan parameter pada Tabel 4.1 dan dengan sebarang 

nilai awal 𝑠1(0) = 0.77, 𝑠2(0) = 0.7, 𝑒(0) = 0.5, i1(0) = 0.23, i2(0) = 0.1 

disajikan dalam gambar berikut. 
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Gambar 4.1. Simulasi sistem (3.10) menuju titik ekuilibrium bebas penyakit 

Berdasarkan Gambar 4.1 populasi individu rentan tidak menggunakan 

masker kesehatan awalnya menurun, hingga pada hari ke-50 populasi individu 

rentan tidak menggunakan masker kesehatan mencapai titik 0.069532 dan stabil 

pada titik tersebut. Populasi individu rentan menggunakan masker kesehatan 

menurun, hingga hari ke-50 mencapai titik 0.130468 dan stabil pada titik tersebut. 

Populasi individu terinfeksi tidak menggunakan masker kesehatan menurun, 

hingga pada hari ke-40 mencapai titik 0 dan stabil di titik tersebut. Populasi 

individu terinfeksi menggunakan masker kesehatan dan individu laten menurun, 

hingga hari ke-30 mencapai titik 0 dan stabil di titik tersebut. 

Jumlah populasi untuk penyebaran penyakit MERS-CoV dari masing- 

masing kompartemen akan stabil pada saat yang bersamaan di titik ekuilibrium 

bebas penyakitnya setelah hari ke-50 dengan 

6. Jumlah populasi rentan tidak menggunakan masker medis 
 

S1 = s1  N 

= (0.069532)(2000) 

= 139.0638297 

 139 individu 
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1 

7. Jumlah populasi rentan menggunakan masker medis 
 

S2 = s2  N 

= (0.130468)(2000) 

= 260.9361702 

 261 individu 

Sedangkan untuk proporsi populasi individu sembuh dapat dihitung dengan 
 

1 = s1 + s2 + e + i1 + i2 + r 

r = 1− (s1 + s2 + e + i1 + i2 ) 

r = 1 − (0.069532 + 0.130468 + 0 + 0 + 0) 

r = 1− (0.200000) 

r = 0.800000 

Sehingga jumlah populasi yang sembuh 
 

R = r  N 

= (0.800000)(2000) 

= 1600 individu 
 

 

Selanjutnya akan dilakukan simulasi numerik untuk R0  1 . Jika nilai 
 

parameter  diperbesar 45 10−1 dari nilai sebelumnya menjadi  = 0.9 , nilai 

parameter 𝛿 diperbesar 28  × 10−1 menjadi 𝛿 = 0.2, dan nilai parameter u1 , u2 

dan  menjadi u1 = 0.1,u2 = 0.9 dan  = 0.1,   maka   diperoleh   bilangan 

reproduksi dasar dari sistem (3.10) adalah R0 = 4.599598 . Karena R0  1, maka 
 

penyakit akan menyebar dengan kata lain akan terjadi epidemi. Perhitungan titik 

ekuilibriumnya diperoleh sebagai berikut 

1. Titik ekuilibrium individu rentan tidak menggunakan masker kesehatan (𝑠*) 

 
s* = ( +  )( + u1 + u2 +  )( +  ) 

 

 ( + u2 +  ) 
 

= (0.106393)(1.106393)(0.273059) 
 

(0.18)(1.006393) 

= 0.321424 10−1 
0.177434

 
 = 

0.1811507 

1 
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2 

u s 

1 

 

2 

2 

 2  

2. Titik ekuilibrium individu rentan menggunakan masker kesehatan (𝑠*) 
 

* 

s*  =   1  1  

2 
( + u ) 

 

 

= 
(0.1)(0.177434) 

 

(0.730593 10−1 + 0.9) 

 
= 

0.0177435 

0.973059 
= 0.0182347 

3. Titik ekuilibrium individu laten (𝑒) 

s*i*  

e* = 
  1 1  

( +  ) 
 

 
= 

(0.9)(0.177434) (0.322234) 
 

(0.273059) 

 
= 

0.0514579 

0.273059 
= 0.188449 

4. Titik ekuilibrium individu terinfeksi tidak menggunakan masker kesehatan 

(i*) 

 i* =    n(1 − )( + u2 ) − d ( +  )(d +  )c  
 

 

1  
( +  )(d +  )c( + u ) 


 

 

 

= (0.081177) 0.1586433327 − 0.03449069314   
0.03127645406 


 

  

= (0.081177)(3.969524146) 

= 0.3222343294 

5. Titik ekuilibrium individu terinfeksi menggunakan masker medis (i*) 
 

i 
 

 

 

 

 

 

 
Dengan demikian diperoleh titik ekuilibrium endemik sistem (3.10) yaitu 

E (s* , s* , e, i*, i* ) = (0.177434, 0.018235, 0.188449, 0.322234, 0.032019) 
2     1 2 1     2 

* = 
2 

u1i1  

( + u2 +  ) 

= 0.1(0.3222343294) 
1.006392694 

= 0.03201874690 
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Hasil simulasi dengan nilai parameter 𝛽, 𝛿, 𝑢2 diperbesar dan nilai 

parameter 𝑢1 dan 𝜌 diperkecil, dengan nilai awal 

s1 (0) = 0.3, s2 (0) = 0.6, e(0) = 0.1,i1 = 0.53,i2 = 0.21 

berikut 

disajikan dalam gambar 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.2. Simulasi sistem 3.10 titik ekuilibrium endemik 

Berdasarkan Gambar 4.2 populasi individu rentan tidak menggunakan 

masker kesehatan turun hingga hari ke-10, kemudian naik hingga hari ke-50 

menuju titik 0.177434 dan stabil di titik tersebut. Populasi individu rentan 

menggunakan masker kesehatan menurun hingga hari ke-10 dan naik hingga hari 

ke-40 menuju titik 0.018235 dan stabil di titik tersebut. Populasi individu laten 

menurun hingga hari ke-30 menuju titik 0.188450 dan stabil di titik tersebut. 

Populasi individu terinfeksi tidak menggunakan masker kesehatan naik hingga 

hari ke-10 dan turun hingga hari ke-50 menuju titik 0.322234 dan stabil di titik 

tersebut. Populasi individu terinfeksi menggunakan masker kesehatan menurun 

hingga hari ke-20 menuju titik 0.032019 dan stabil di titik tersebut. 

Berdasarkan hal tersebut, maka jumlah populasi untuk penyebaran 

penyakit MERS-CoV dari masing-masing kompartemen akan stabil pada saat 

yang bersamaan di titik ekuilibrium endemiknya setelah hari ke-50 dengan 
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1. Jumlah populasi rentan tidak menggunakan masker medis 

S1 = 
 

= 

= 

 

2. Jumlah populasi rentan menggunakan masker medis 
 

S2 = s*  N 
2 

= (0.018235)(2000) 

= 36.470000 

 36 individu 

3. Jumlah populasi laten 
 

E = e*  N 

= (0.188450)(2000) 

= 376.900000 

 377 individu 

4. Jumlah populasi terinfeksi tidak menggunakan masker medis 
 

I1 = i*  N 
1 

= (0.322234)(2000) 

= 644.468000 

 644 individu 

5. Jumlah populasi terinfeksi menggunakan masker medis 
 

I2 = i*  N 
2 

= (0.032019)(2000) 

= 64.038000 

 64 individu 

Sedangkan untuk proporsi populasi individu sembuh dapat dihitung dengan 
 

1 = s* + s* + e* + i* + i* + r* 
1 2 1 2 

r* = 
1 − (s* + s* + e* + i* + i* ) 

1 1 1 2 

r* = 1 − (0.177434+0.018235+0.188450+0.322234+0.032019) 

s*  N 
1 

(0.177434)(2000) 

354.868000 

355 individu 
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r* = 

r* = 

Sehingga jumlah populasi yang sembuh 

R = 

= 

= 

 

Berdasarkan data dan parameter yang digunakan, diperoleh nilai 

 

 

 

 

 

 

 

 

R0  1 sehingga 
 

penyakit akan menghilang. Namun, penyakit ini akan menjadi wabah apabila 

 (1− )( + u2 )( + u2 +  )  (u1 + u2 + )( +  )( +  )(u1 + u2 +  +  ) 

dengan  adalah laju kelahiran dan kematian alami individu yang diasumsikan 

sama. Sehingga untuk selanjutnya tindakan pencegahan yang dapat dilakukan 

untuk membuat R0  1 agar penyakit tidak mewabah adalah sebagai berikut: 

1. Mengurangi kontak individu rentan dengan individu terinfeksi (  ). Misalnya 

saat mengalami flu usahakan untuk tidak berada di luar rumah untuk 

sementara waktu untuk mencegah penularan terhadap orang lain dan hindari 

menggunakan peralatan makan dan minum yang sama dengan penderita 

MERS-CoV. 

2. Mengurangi laju pelepasan masker kesehatan (u2 ) dengan meningkatkan laju 

penggunakan masker kesehatan (u1 ) 
 

pada individu rentan dan terinfeksi 
 

ketika di luar ruangan atau di tempat ramai . 

3. Meningkatkan proporsi individu yang divaksinasi ( ) 

menjadi wabah MERS-CoV. 

 

di suatu wilayah yang 

1− (0.738372) 

0.261628 

 

r*  N 

(0.261628)(2000) 

523.256000 

523 individu 
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= 

s i 

2 

E. PENUTUP 

1. Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan pada bab-bab sebelumnya, dapat diperoleh 

kesimpulan bentuk model matematis penyebaran penyakit MERS-CoV dengan 

pengunaan masker kesehatan dan vaksinasi adalah berupa persamaan differensial 

nonlinear orde satu, yaitu: 

dS1 = (1 − )N + u S − ( + u )S − S I 
 

dt 

dS2 

2    2 1 1 1 1 

 
 

= u S − ( + u )S 
 

dt 
1   1 2 2 

dE 
=

 
 

S I − ( +  )E 

dt 

dI1 

1  1    
 
 

=  E + u I 
 

− ( + u 
 
+  )I 

dt 
2   2 1 1 

dI2 = u I − ( + u +  )I 

dt 
1 1 2 2 

dR 
=

 
 

 I +  I + N − R 

dt 
1 2 

Dengan menganalisa sistem persamaan differensial dalam model non-dimensional 

diperoleh dua titik ekuilibrium, yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik 

ekuilibrium endemik. Titik ekuilibrium bebas penyakit 

 (1 −  )( + u2 ) E (s , s , e, i , i ) , 
u1 (1 − )  , 0, 0, 0 , dilinearisasi dengan 

1  1 2 1  2 

 
 + u + u  + u + u 


 

 1 2 1 2  

menggunakan matriks Jacobi akan stabil asimtotik jika 𝑅0 < 1. Sedangkan untuk 

titik ekuilibrium endemiknya adalah E   = (s* , s* , e* ,i* ,i* ) dengan 

s* = 

2 1 2 1     2 

( +  )( + u1 + u2 +  )( +  ) 
 

1 
 ( + u 

2 

 
u s* 

+  ) 

s*  =   1  1  

2 
( + u ) 

 

 
e* = 

* *   

  1 1  

( +  ) 
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2 

 i* =    n(1 − )( + u2 ) − d ( +  )(d +  )c  
 

 

1  
 

u i* 

( +  )(d +  )c( + u2 )  

i* =   1 i  

2 
( + u +  ) 

dengan c = ( +  ) , d = ( + u1 + u2 ) , n = ( + u2 +  ) 

Untuk mengetahui apakah terjadi endemik atau tidak di suatu wilayah 

dapat dilihat dari bilangan reproduksi dasar (𝑅0). Parameter-parameter yang 

berpengaruh dalam 𝑅0 yaitu laju kontak infektif individu rentan dengan individu 

terinfeks i(𝛽), laju individu laten menjadi individu terinfeksi (𝛿), proporsi 

individu yang tidak divaksinasi (1 − 𝜌), laju kelahiran dan kematian alami (𝜇), 

laju penggunaan masker kesehatan (𝑢1), laju pelepasan masker kesehatan (𝑢2), 

dan tingkat kesembuhan individu dari penyakit (𝜎). 

Simulasi model dilakukan dengan menggunakan aplikasi Maple 18, 

dengan nilai-nilai parameter diambil dari beberapa jurnal yang berkaitan dengan 

penyebaran penyakit MERS-CoV dan hasil menunjukkan bahwa jika bilangan 

reproduksi dasar kurang dari satu maka penyakit tidak akan menyebar, dengan 

kata lain untuk jangka waktu tertentu populasi akan bebas dari penyakit. Namun, 

jika nilai parameter  , , 𝑢2 dinaikkan dan nilai parameter  dan u1 diturunkan, 
 

bilangan reproduksi dasar menjadi lebih dari satu, maka penyakit akan menyebar, 

dengan kata lain akan terjadi epidemi sehingga individu terinfeksi dan 

menularkan akan tetap ada dalam populasi. Namun wabah ini dapat dicegah 

dengan penggunaan masker kesehatan terhadap individu rentan dan individu 

terinfeksi dan meningkatkan kekebalan tubuh manusia dengan pemberian vaksin. 

 
2. Saran 

Pada skripsi ini telah dibahas pemodelan matematika penyebaran penyakit 

MERS-CoV dengan penggunaan masker kesehatan dan vaksinasi, untuk 

penelitian selanjutnya disarankan untuk memodelkan penyebaran penyakit 

MERS-CoV pada populasi haji dan umroh dengan penggunaan masker kesehatan 

dan pengaruh obat. 
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